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T h e dispersion o f microwaves propagating through a circular waveguide partial ly filled with 
a homogeneous lossless and cold electron plasma has been studied. Quantitat ive dispersion curves 
have been c o m p u t e d f o r the lowest radial modes o f circular and dipole s y m m e t r y wi thout using 
the quasistatic approx imat ion . The curves comprise b o t h " f a s t " or " w a v e g u i d e " modes and 
" s l o w " or " p l a s m a g u i d e " modes . Easily applicable approximat ions for the lowest waveguide 
modes are g iven. 

Introduction The Electromagnetic Dispersion Relation 

T h e p r o p a g a t i o n o f m i c r o w a v e s i n w a v e g u i d e s 
c o n t a i n i n g p l a s m a s h a s a l r e a d y b e e n s t u d i e d 
e x t e n s i v e l y i n t h e l i t e r a t u r e o f t h e l a s t d e c a d e . F o r 
a b i b l i o g r a p h y w e q u o t e R e f . 1 > 2 . 

T h e e a r l y w o r k o f T R I V E L P I E C E a n d G O U L D 3 w a s 
p r i m a r i l y d e a l i n g w i t h a m a g n e t i z e d p l a s m a . T h e 
r e s u l t s f o r t h e n o n m a g n e t i z e d p l a s m a w e r e l i m i t e d 
t o f r e q u e n c i e s to < c o p / | /2 a n d i n m o s t c a s e s t o t h e 
q u a s i s t a t i c a p p r o x i m a t i o n (2 b ?,q, X q = v a c u u m 
w a v e l e n g t h ) . I n t h i s m a n n e r t h e r m a l e f f e c t s h a v e 
a l s o b e e n t r e a t e d 4 . W h e n d e a l i n g w i t h a n e x p e r i -
m e n t o n t h e F r e s n e l d r a g g i n g e f f e c t o f a glowy 

d i s c h a r g e o n 3 c m m i c r o w a v e s 5 , 6 t h e a u t h o r s 
f o u n d t h a t t h e c a s e co > co p d i d n o t r e c e i v e m u c h 
a t t e n t i o n i n t h e l i t e r a t u r e in s p i t e o f i t s d i a g n o s t i c 
i m p o r t a n c e . T h e i n t e n t i o n o f t h e p r e s e n t p a p e r i s t o 
f i l l t h i s g a p a n d t o w i d e n t h e a l r e a d y e x i s t i n g 
p i c t u r e o f p l a s m a l o a d e d w a v e g u i d e s b y a c o h e r e n t 
t r e a t m e n t o f t h e t w o c a s e s co ^ cop. 

R e s t r i c t i n g o u r s e l v e s t o n o n - m a g n e t i z e d p l a s m a s 
i n c y l i n d r i c a l w a v e g u i d e s t h e s i m p l e s t w r ay t o 
a c c o u n t f o r p l a s m a i n h o m o g e n e i t y i s t o a s s u m e a 
p r o f i l e o f t h e d i e l e c t r i c c o n s t a n t g i v e n b y 7 

e(r) = 
f e i = 1 — ca l i co 2 

I £2 = 1 

f o r 0 fS r a 
f o r a <r ^b ( 1 ) 

w h e r e a a n d b a r e t h e r a d i i o f t h e p l a s m a c o r e a n d 
t h e w a v e g u i d e r e s p e c t i v e l y . W e h a v e n e g l e c t e d 
c o l l i s i o n s a n d t h e r m a l m o t i o n o f t h e e l e c t r o n s . 
U n d e r t h e s e a s s u m p t i o n s t h e ( o ( k ) d e p e n d e n c e is 
o b t a i n e d f r o m t h e s o l u t i o n o f a b o u n d a r y v a l u e 
p r o b l e m d i s c r i b e d i n t e x t b o o k s 8 , 9 . 

F o l l o w i n g t h e m e t h o d s o u t l i n e d i n i>8,9 o n e c a n 
s o l v e M a x w e l l ' s e q u a t i o n s f o r t h e d i e l e c t r i c p r o f i l e 
g i v e n b y E q . ( 1 ) . T h e f o l l o w i n g s e t o f e q u a t i o n s 
d e t e r m i n e s t h e c o m p o n e n t s o f t h e w a v e n u m b e r 
v e c t o r i n t h e t w o d i e l e c t r i c r e g i o n s . 

t* = eit%-t*, (2) 

k\ = e 2 k2 — kr2 , 

ei m2(k22 - A-i2) - X{k22x - h2 ,») h2 

so m2(k22 — &i2) — y.(k22x — ki2 /<) k22 

— rj (k'l, k\; a, b) 

(3) 

(4 ) 

w h e r e t h e s y m b o l s h a v e t h e f o l l o w i n g m e a n i n g : 

ko = cojc — v a c u u m w a v e n u m b e r , 
k 1,2 = r a d i a l w a v e n u m b e r s i n t h e i n n e r a n d o u t e r 

r e g i o n r e s p e c t i v e l y , 
kz — a x i a l w a v e n u m b e r , 
m = a z i m u t h a l m o d e n u m b e r d e t e r m i n i n g t h e 

a n g u l a r d e p e n d e n c e oc e x p ( ? m <p), 

x = a k\ J'mja h) 
Jm{aki) (5) 

, 7 J'm(ak2)N m (b k2) — N'm (ak2) Jm (b k2) _ 
x a 2 Jm (a h)N~(b k2) - Nm (a k2) Jm (b k2) ' (b) 

_ J'm (a k2) N'm (b k2) — N'm (a k2) J'm (b k2) 
^ 2 Jm (a h) N'm (b k2) - Nm (a k2) J'm (b k2) ' [i> 

I n t h e l a s t e q u a t i o n s p r i m e s d e n o t e d e r i v a t i v e s w i t h 
r e s p e c t t o t h e a r g u m e n t o f t h e c o r r e s p o n d i n g B e s s e l 
( o r N e u m a n n ) f u n c t i o n . E q s . ( 2 ) a n d ( 3 ) s i m p l y 
e x p r e s s t h e s p l i t t i n g o f a w a v e v e c t o r o f a b s o l u t e 
m a g n i t u d e e 1 / 2 k o i n t o a r a d i a l a n d a n a x i a l c o m -
p o n e n t , t h e l a t t e r b e i n g t h e s a m e i n t h e t w o 
d i e l e c t r i c r e g i o n s . E q . ( 4 ) is t h e d e t e r m i n a n t a l e q u a -
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t i o n 1 w h i c h a s s u r e s t h e c o n t i n u i t y o f t h e t a n g e n -

t i a l f i e l d c o m p o n e n t s a t t h e d i e l e c t r i c i n t e r f a c e . 

C o n s i d e r i n g , £ 1 , £2 a n d t h e t w o r a d i i a a n d b t o 

b e k n o w n , s o l u t i o n o f E q s . ( 2 ) , ( 3 ) a n d ( 4 ) y i e l d s 

t h e u n k n o w n q u a n t i t i e s k\, k2 a n d kz. 

T h e p h y s i c a l f a c t , t h a t f o r v a n i s h i n g l o s s e s t h e 

r a d i a l d e p e n d e n c e m u s t b e d e s c r i b e d b y s t a n d i n g 

w a v e s i n w h i c h b o t h s i g n s o i k \ y 2 p l a y a n e q u i v a l e n t 

r o l e r e q u i r e s t h a t t h e s e e q u a t i o n s d e p e n d o n l y o n 

t h e s q u a r e s o f k\ a n d k2. C o r r e s p o n d i n g l y o n l y 

e v e n f u n c t i o n s l i k e x, X, fj, a n d t h e s q u a r e s o f w a v e -

n u m b e r s h a v e b e e n i n t r o d u c e d i n t o E q s . ( 2 ) t o ( 3 ) . 

A s t h e f u n c t i o n s x , }. , /u a r e c y l i n d r i c a l a n a l o g u e s 

o f x - t g (x) a n d x • c t g ( x ) w i t h a n a l t e r n a t i n g 

s u c c e s s i o n o f z e r o s a n d p o l e s t h e s o l u t i o n w i l l b e 

m u l t i v a l u e d a n d r e s u l t s i n a n i n f i n i t e n u m b e r o f 

p o s s i b l e r a d i a l m o d e s . 

S u b t r a c t i n g o f E q s . ( 2 ) a n d ( 3 ) f r o m e a c h o t h e r 

y i e l d s 

-30 -20 -10 

&o(£2 - ei) = k* (8) 

For the profile given by Eq. (1) kp has the frequency 
i n d e p e n d e n t v a l u e c o p / c a n d m a y b e u s e d a s a 

r e c i p r o c a l u n i t l e n g t h . I n t r o d u c i n g 

s = bk1; t — bko ( 9 ) 

w e c a n r e w r i t e E q s . ( 8 ) a n d ( 4 ) 

s2 = t2-b2k2, 

= 1 - ^ = 1 
m2 b2 k% — ). (t2 x — s2 n) s2 

m2 b2kl — y.(t2 x — s2 /u) 12 ' 

(10) 

(11) 

a n d t h e r e b y c a l c u l a t e d i r e c t l y t h e d e p e n d e n c e o f t h e 

n o r m a l i z e d f r e q u e n c y CO/OJp o n t h e n o r m a l i z e d 

w a v e n u m b e r t f o r g i v e n v a l u e s o f t h e n o r m a l i z e d 

d e n s i t y (bkp)2 a n d t h e g e o m e t r i c r a t i o a/b. T h e l a t t e r 

a p p e a r s i n x, 1 a n d /JL a c c o r d i n g t o t h e i r d e f i n i t i o n s 

b y E q s . ( 5 ) t o ( 7 ) w h e n t h e q u a n t i t i e s s a n d t f r o m 

E q . ( 9 ) a r e i n t r o d u c e d i n t h e a r g u m e n t s . R a d i a l 

d i s p e r s i o n c u r v e s o b t a i n e d f r o m E q s . ( 1 0 ) a n d ( 1 1 ) 

a r e s h o w n i n F i g s , l a a n d l b . 

S i n c e c o / c o p i s n o w k n o w n f o r g i v e n t i t i s e a s y 

t o o b t a i n t h e a x i a l w a v e n u m b e r f r o m E q . ( 3 ) 

(bkz)2 = (bk0)2 = b2 k2 (o)2/co2) - t2. (12) 

T h e t h r e e l a s t e q u a t i o n s a r e a n e x p l i e i t e r e p r e s e n t a -

t i o n o f t h e d i s p e r s i o n r e l a t i o n i n t e r m s o f t h e 

p a r a m e t e r t2. V a r i a t i o n o f t2 f r o m — 0 0 t o 0 0 

p r o d u c e s a l l r a d i a l m o d e s . T h e p o s s i b i l i t y t o c a l c u -

l a t e t h e d i s p e r s i o n b y t h i s s i m p l e p r o c e d u r e i s a 

p a r t i c u l a r i t y o f t h e d e n s i t y p r o f i l e ( 1 ) w i t h £o = l 

cut off (k2=0) 
propagation 
evanescence 

m = 0 

-0 

---2 

Fig . 1 a. R a d i a l dispersion curves f o r m = 0, a /6 = 1 /2 a n d 
di f ferent values o f the dens i ty p a r a m e t e r b2kp2. 

20 

Fig . l b . Rad ia l dispersion curves f o r m = 1, a/b = 1 /2 a n d 
di f ferent va lues o f b2kp2. 

w h i c h a c c o r d i n g t o E q . ( 8 ) m a k e s kp f r e q u e n c y 

i n d e p e n d e n t . 

F o r £ 2 + 1 k2 a s d e f i n e d b y E q . ( 8 ) w i l l b e g i v e n b y 

k l = ^ o ( £ 2 - £1) = £ 2 & j j ( l - rj) - Wcl ^ £2 • 

( 8 a ) 

I n o r d e r t o a p p l y c u r v e s o f t h e k i n d s h o w n i n 

F i g s , l a a n d l b t o t h i s c a s e w e c a l i b r a t e t h e 

o r d i n a t e i n u n i t s o f t h e r a t i o £ i / £ 2 = rj g i v e n b y 

E q . ( 4 ) . W e c a n n o w c h o o s e a p a i r o f p a r a m e t e r s 

(k2, rj) w h i c h s a t i s f y E q . ( 8 a ) a n d t h e n find t2 a n d 

k2 i n t h e m a n n e r a l r e a d y d e s c r i b e d . O n c e w e h a v e 

c a l c u l a t e d a s u f f i c i e n t l y d e n s e a r r a y o f c u r v e s rj 

v s . t2 a t f i x e d a/b a n d v a r i o u s ( b k P ) 2 f o r e = 1 , 

o cut off (k2=0) OJ2 

— propagation 
— evanescence 



w e c a n c o n s t r u c t s t e p b y s t e p t h e d i s p e r s i o n 
r e l a t i o n ( co / eo p ) 2 v s . t 2 f o r t h e g e n e r a l c a s e £ 2 + 1 . 

W e h a v e s h o w n s o f a r t h e g e n e r a l w a y i n w h i c h 
t h e a x i a l d i s p e r s i o n i s o b t a i n e d v i a t h e r a d i a l 
d i s p e r s i o n o n t h e b a s i s o f E q s . (9 ) t o ( 1 2 ) . P a r t i c u l a r 
i n t e r e s t w i l l d e s e r v e t h e c o n d i t i o n s u n d e r w h i c h kz 

v a n i s h e s ( c u t - o f f ) o r b e c o m e s i n f i n i t e ( r e s o n a n c e ) : 

Cut-off (kz = 0) 

F o r kz = 0 E q s . (2 ) t o (4 ) r e d u c e t o 

= £ i kz . 

a n d 
— £2 ^Q 

( X - A ) [ ( « / « « ) - G u / « « ) ] = 0 . 

( 1 3 ) 

( 1 4 ) 

( 1 5 ) 

A t c u t - o f f t h e l e f t s i d e o f t h e d e t e r m i n a n t a l e q u a -
t i o n s p l i t s i n t o t w o f a c t o r s . W h e n s e t t i n g u p t h e 
f u l l d e t e r m i n a n t a l e q u a t i o n ( R e f . 1 , p . 2 1 6 ) w e c a n 
t r a c e b a c k t h e i r o r i g i n a n d f i n d t h a t w e c a n 
d i s t i n g u i s h b e t w e e n " e l e c t r i c " c u t - o f f a t w h i c h t h e 
m o d e i s o f e l e c t r i c ( T M ) t y p e a n d " m a g n e t i c " c u t -
o f f a t w h i c h t h e m o d e i s o f m a g n e t i c ( T E ) t y p e . 

W e h a v e e l e c t r i c c u t - o f f f o r 

x = X 

a n d m a g n e t i c c u t - o f f f o r 

x/s2 = n\t2. 

Resonance (kz -> 

(16) 

( 1 7 ) 

F o r l a r g e a r g u m e n t s w e c a n u s e t h e a s y m p t o t i c 
r e p r e s e n t a t i o n s 

m ti 

~~2~ 4 / 
o o , I a r g 21 < 7i ( 1 8 ) 

m 7i 

2~ 

i n E q s . (5 ) t o (7 ) . I n p a r t i c u l a r f o r l a r g e i m a g i n a r y 
v a l u e s o f k\ a n d k2 w e o b t a i n 

akxtg[ak\ 
m ti 71 \ 

2 

a k2 c t g [(& — a) k2] 
a k2 t g [(& — a) k2] — | a k21 

( 1 9 ) 

a k\ | f o r ki —> i o o , 

\ak2 
f o r k? 

W i t h t h e s e e x p r e s s i o n s E q . ( 1 1 ) y i e l d s : 

oi\\(x>2 - > 1 - (Xjx) - > 2 for k\ - oo . (20) 

T h e c o r r e s p o n d i n g v a l u e s o f kz a r e g i v e n b y E q . (3 ) 
f o r £ 2 = 1 

k\ = k2-k\^ oo. (21) 

T h e l a s t tw ro e q u a t i o n s s h o w t h e e x i s t e n c e o f a 
r e s o n a n c e a t co2 — co2j2 f o r a r b i t r a r y v a l u e s o f 
m, bkp a n d a/b, a f e a t u r e w h i c h is w e l l - k n o w n . 

W T hen £ 2 + 1 t h i s r e s o n a n c e is g i v e n b y 

0)2joß -> £2 + 1 
k 2 = £ 2 k 2 - k 2 ^ o o f o r J f - > — o o . ( 2 2 ) 

C l o s e t o r e s o n a n c e t h e l a r g e i m a g i n a r y p a r t s o f k\ 
a n d k2 p r o d u c e s t r o n g s k i n e f f e c t c l o s e t o t h e p l a s m a 
s u r f a c e ( s u r f a c e w a v e s ) . 

T h e d i f f e r e n t c h a r a c t e r o f t h e t w o t y p e s o f m o d e s 
a b o v e a n d b e l o w r e s o n a n c e i s i l l u s t r a t e d i n F i g . 2 
f o r m = 1. T h e t w o l o w e s t w a v e g u i d e - m o d e s a r e 
l a b e l l e d a c c o r d i n g t o t h e i r b e h a v i o u r a t c u t - o f f . 
W h e r e a s f o r co > eo p t h e e l e c t r i c f i e l d i s s t r o n g e r 
i n s i d e t h e p l a s m a t h a n o n t h e o u t s i d e t h e o p p o s i t e 
is t r u e f o r co < a ) p / | / 2 . C l o s e t o r e s o n a n c e t h e 
e l e c t r i c field is p r e d o m i n a n t l y a s h o r t r a n g e field 
b e t w e e n n a r r o w a c c u m u l a t i o n s o f s u r f a c e c h a r g e s . 
F o r m = 0 t h e fields h a v e c i r c u l a r s y m m e t r y a n d 
t h e c u t - o f f f o r t h e p l a s m a g u i d e m o d e is a t co — 0 . 
O t h e r w i s e t h e b e h a v i o u r w o u l d b e s i m i l a r . 

Group velocity 

I n m a n y r e s p e c t s n o t o n l y t h e p h a s e v e l o c i t y 
(x)lkz b u t a l s o t h e g r o u p v e l o c i t y dcojdkz w i l l b e o f 
i n t e r e s t . I n v a c u u m a s w e l l as i n a n e m p t y w a v e -
g u i d e t h e p r o d u c t o f t h e t w o s a t i s f i e s t h e r e l a t i o n 

" = C2 = C2 = 1 . ( 2 3 ) 
VgT • ttph CO d f t ) dco*  v ' 

T h e s a m e r e l a t i o n e v e n h o l d s f o r a w a v e g u i d e 
w h i c h is c o m p l e t e l y filled w i t h t h e d i e l e c t r i c e± o f 
E q . (1 ) . W e m a y t h e r e f o r e c h a r a c t e r i z e t h e p e c u l a -
r i t i e s i n t h e b e h a v i o u r o f t h e g r o u p v e l o c i t y b y t h e 
q u a n t i t y 1 0 

r»2 A b Z 

dkz2 

Ö = 
c 

vgr ' 1'ph 

w h i c h f o r a n o n d i s p e r s i v e a n d n o n m a g n e t i c m e d i u m 
h a s t h e v a l u e e — 1. F o r a w a v e g u i d e w i t h d i e l e c t r i c 
l o a d i n g a c c o r d i n g t o E q . (1 ) w e h a v e f r o m E q s . ( 2 4 ) 
a n d (3 ) 

dkf _ d*2 

da»2 &2 d a>2 
<5 = — c 2 ( 2 5 ) 

i . e . Ö is s i m p l y o b t a i n e d f r o m t h e d e r i v a t i v e o f t h e 
r a d i a l d i s p e r s i o n g i v e n b y E q . ( 1 1 ) . 



Fig. 3 b. Axial dispersion o f waveguide modes m — 1, 
n = 1, 2, a/b = 1/2 and different values o f &2 P 2 . 

A s w e h a v e d o n e f o r kz = 0 , E q . ( 1 5 ) , w e c a n 
d i s t i n g u i s h b e t w e e n t w o c a s e s : 

M a g n e t i c ( T E ) m o d e s a r e o b t a i n e d f o r 

= ( 2 9 ) 

E q . ( 2 9 ) is i d e n t i c a l w i t h E q . ( 1 7 ) f o r m a g n e t i c c u t -
o f f . T h e ro-th r o o t o f E q s . ( 2 9 ) a n d ( 1 0 ) c a n b e 
w r i t t e n i n t h e f o r m 

*l = *!*)•> S n = ( 3 0 ) 

a n d d e t e r m i n e s t h e r a d i a l d e p e n d e n c e o f t h e H o n 

( T E o n ) m o d e s . A s t h e r a d i a l w r a v e n u m b e r s d o n o t 
d e p e n d o n co f o r t h e a s s u m e d p r o f i l e , t h e a x i a l 
d i s p e r s i o n is o f t h e s a m e t y p e a s i n a n e m p t y 

plasmaguide - mode 

p 
Fig. 2. Wavegu ide and plasmaguide modes for m = 1 

(schematic) . 

Effective dielectric constant 

F o r p r a c t i c a l c o n s i d e r a t i o n s w e c a n t h i n k o f a 
h o m o g e n e o u s m e d i u m filling t h e w a v e g u i d e c o m -
p l e t e l y a n d r e p l a c i n g t h e t w o d i e l e c t r i c z o n e s in t h e 
s e n s e t h a t i t p r o d u c e s t h e s a m e kz. T h i s m e d i u m is 
t h e n s a i d t o h a v e t h e d i e l e c t r i c c o n s t a n t £ e f f : 

k\ = £ e f f - k2c = k2 £ 2 - k\ = k2 £ l - k\ ( 2 6 ) 

w h e r e kc is t h e c u t - o f f w a v e n u m b e r o f t h e e m p t y 
w a v e g u i d e . S e t t i n g £2 = 1 w e c a n d e f i n e a n 
" e f f e c t i v e " a v e r a g e p l a s m a f r e q u e n c y ( c o 2 ) b y 

1 - Ceff = <0>J>/C0* = (ki - kl)jkl. ( 2 7 ) 

Discussion of the Lowest Modes 

The m = 0 modes 

S e t t i n g m = 0 a n d m u l t i p l y i n g b o t h s i d e s o f 
E q . (4) b y t h e d e n o m i n a t o r o f t h e r i g h t - h a n d s i d e 
w e o b t a i n 

(£l t2X — £2 -s2 A) (t2 X — s2 /u) = 0. (28) 

Fig. 3 a. Axial dispersion o f waveguide modes m = 0, 
n = 1, 2, a/b = 1/2 and different values o f b2kp2. 



w a v e g u i d e : 
k2 = k2-t2Jb 2 (31) 

i . e . i n a d i a g r a m l i k e t h a t o f F i g . 1 wre w o u l d o b t a i n 
a s t r a i g h t l i n e p a r a l l e l t o t h e f r e e - s p a c e p r o p a g a t i o n 
l i n e a n d i t s c u t - o f f f r e q u e n c y w o u l d b e g i v e n b y 
oj2 = c2t2/b2. T h e p l a s m a g u i d e r e s o n a n c e a t co 2 = 
co2/2 i s a b s e n t f o r t h e s e m o d e s a n d f r o m E q s . ( 2 5 ) 
a n d ( 3 0 ) w e c o n c l u d e 0 = 0 . 

E l e c t r i c ( T M ) m o d e s a r e o b t a i n e d f o r 

eit2x- £ 2S 2X = 0. (32) 

S e t t i n g £ i = l — cop / co 2 , = 1 w e c a n s o l v e f o r 

co21 co2 i n t h e f o r m 

COY CO2 = 1 - | • 4 , S2 = T2-B2KL. (33) 

u p o n s u b s t i t u t i n g E q s . ( 5 ) , ( 6 ) , ( 9 ) , a n d a = a/b, 

o n e o b t a i n s t h e r e s u l t , 

21 2 _ 1 _ « 8 j o ( « * ) 1 Ji(°it)No(t)- NijoiVJoit) 
(»pico— J i ( a a ) f jo{oit)No(t)-No(oLt)Jo(t) 

( 3 3 a ) 

w h i c h w o u l d f o l l o w a l s o f r o m E q . ( 1 1 ) f o r m = 0 . 

F i g . l a s h o w s t h e c o r r e s p o n d i n g p l o t f o r a / 6 = 1 / 2 

a n d d i f f e r e n t v a l u e s o f b k p . 

I n t h e co 2 — & | - d i a g r a m i t i s c o n v e n i e n t t o p l o t 

t h e b r a n c h e s f o r c0 2 / c0p ^ 2 s e p a r a t e l y a n d t o 

d i s t i n g u i s h b e t w e e n t w o k i n d s o f m o d e s ( a d o p t i n g 

t h e t e r m i n o l o g y o f R e f . 2 ) : 

£O2/O)2 > 2 o r "waveguide modes" 

T h e s e m o d e s a r e i l l u s t r a t e d i n F i g . 3 a f r o m w h e r e 
i t c a n b e s e e n t h a t t h e y a r e r e l a t i v e l y s l i g h t m o d i f i -
c a t i o n s o f t h e m o d e s o f a n e m p t y w a v e g u i d e . T h e 
p l a s m a , r o u g h l y s p e a k i n g , r e d u c e s t h e " e l e c t r i c 
w i d t h " o f t h e w a v e g u i d e a n d t h e r e b y i n c r e a s e s i t s 
c u t - o f f f r e q u e n c y . A n a t u r a l f r e q u e n c y u n i t f o r 
t h e s e m o d e s i s nc\b, a n a t u r a l u n i t f o r t h e w a v e -
n u m b e r b e i n g j i / b . F o r l a r g e f r e q u e n c i e s t h e s e 
m o d e s h a v e a s y m p t o t e s w h i c h a r e p a r a l l e l t o t h e 
f r e e - s p a c e p r o p a g a t i o n l i n e co 2 = c2k2. T h e n= 1 
r a d i a l m o d e a l w a y s a p p r o a c h e s i t s a s y m p t o t e f r o m 
a b o v e a n d i t s s l o p e i s s m a l l e r t h a n u n i t y f o r 
k\ > 0 . F r o m E q . ( 2 4 ) w e c o n c l u d e <3 > 0 . T h e 
n = 2 r a d i a l m o d e c a n a p p r o a c h i t s a s y m p t o t e 
f r o m b e l o w o r f r o m a b o v e ( w i t h (5 0 ) d e p e n d -
i n g o n t h e v a l u e s o f b k p . T h e t r a n s i t i o n o c c u r s w h e n 
t h e f i r s t p o l e s o f x a n d 1 c o i n c i d e . F o r a/b = 1 / 2 t h i s 
o c c u r s a r o u n d b k p = 4 . 

o)2/co2 <2 or "plasmaguide modes''' 

T h e s e m o d e s w h i c h w e t e r m e d a f t e r R e f . 2 

e x h i b i t t h e r e s o n a n c e a t co 2 = co2/2. T h e y o w e t h e i r 

e x i s t e n c e t o t h e s k i n e f f e c t o f t h e p l a s m a a n d t h e i r 

n a t u r a l f r e q u e n c y u n i t i s COP. F o r co2 OJ2 /2 t h e 

p l a s m a a s s u m e s t h e r o l e o f t h e m e t a l l i c i n n e r 

c o n d u c t o r o f a c o a x i a l l i n e . I n a c c o r d a n c e w i t h t h i s 

p i c t u r e t h e a x i s y m m e t r i c m o d e s o f F i g . 4 a d o n o t 

s h o w r l o w f r e q u e n c y c u t - o f f . T h e l i m i t ( & & p ) 2 = 0 

c o r r e s p o n d s t o t h e q u a s i s t a t i c a p p r o x i m a t i o n . T h i s 

c a n b e s e e n f r o m E q s . ( 2 ) , ( 3 ) a n d ( 1 0 ) 

f ) 2 j c 2 _ > _ b 2 j c 2 = _ s 2 j 

b2k2-> 0 : b2k2 —> — b2k2= — t2, 

b2k2lt2 = (t2 — s2)jt2 — 0 (34) 
( q u a s i s t a t i c a p p r o x i m a t i o n ) . 

The m = 1 modes 

A l l m o d e s w i t h m + 0 a r e g e n e r a l l y o f h y b r i d 
t y p e a n d a c l e a r d i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n e l e c t r i c a n d 
m a g n e t i c m o d e s i s p o s s i b l e o n l y a t c u t - o f f . F i g s . 1 b , 
3 b , 4 b a r e a n a l o g o u s t o F i g s , l a , 3 a , 4 a f o r m = 0 . 

F ig . 4 a. Ax ia l dispersion o f the p lasmagu ide m o d e m = 0 , 
a/b = 1/2 a n d di f ferent va lues o f b2kp2. 

Fig . 4 b . Ax ia l dispersion o f the p lasmaguide m o d e m = 1, 
0 / 6 = 1 / 2 a n d di f ferent va lues o f b2kp2. 

F o r m = 1 t h e p l a s m a g u i d e m o d e s h o w s c u t - o f f 

a s d o t h e w a v e g u i d e m o d e s . T h e m = 1 m o d e s c a n 

h a v e r e g i o n s o f n e g a t i v e g r o u p v e l o c i t y ( b a c k w a r d 

w a v e s ) 1 h o w e v e r , t h e o c c u r e n c e o f t h i s i s c r i t i c a l l y 



d e p e n d e n t o n t h e v a l u e s o f a/b a n d bkp. N u m e r i c a l 

c a l c u l a t i o n s f o r a/b = 1 / 3 , w h i c h w e d o n o t p r e s e n t 

i n d e t a i l , s h o w b a c k w a r d w a v e r e g i o n s f o r b2k2 < 1 

i n t h e p l a s m a g u i d e m o d e a n d f o r b2k2 > 4 0 f o r t h e 

n = 1 w a v e g u i d e m o d e . F r o m t h e s e c a l c u l a t i o n s i t 

s e e m s t h a t b a c k w a r d w a v e r e g i o n s d o n o t o c c u r f o r 

a/b a p p r e c i a b l y l a r g e r t h a n 1 / 3 . 

Low density approximation for the lowest radial 
waveguide modes 

F o r (Op/a) 2 1 a n d (bkp/ji)2 1 w e c a n e x p r e s s 

t h e r a d i a l d i s p e r s i o n i n t h e l o w e s t p o w e r s o f t h e s e 

q u a n t i t i e s . T h i s a p p r o x i m a t i o n s i m p l i f i e s t h e c a l c u -

l a t i o n o f q u a n t i t i e s o f p r a c t i c a l i n t e r e s t s u c h a s 

kz(a>, cop, a, b). 
M = 0 : F o r t h e H0i ( T E 0 i ) m o d e t h e f o l l o w i n g 

r e l a t i o n i s o b t a i n e d b y s e r i e s e x p a n s i o n 

t2=UJ + A0{bkp)2, (35) 

1 — £cff = < c u 2 > / c o 2 = A 0 ( a > p l a ) ) 2 , ( 3 6 ) 

a n d w e h a v e s e e n e a r l i e r t h a t <5 v a n i s h e s f o r a l l 

m a g n e t i c m o d e s w i t h m = 0 . T a b l e 1 g i v e s a p p r o x i -

m a t e v a l u e s o f t h e c o n s t a n t 1 1 Aq. 

T a b l e 1. 

a/b 1 /3 1 /2 2 / 3 
A0 0 .1 0 .33 0.7 

F o r t h e £ 0 1 ( T M 0 1 ) b r a n c h w e o b t a i n : 

t2 = 5.8 + A0(bkv)2 + A1 (covlco)2 - f A2(oop/co)*. (37) 

F r o m E q . ( 3 5 ) w e c a n d e r i v e a p p r o x i m a t e e x p r e s -

s i o n s f o r 1 — £ e f f a n d w i t h t h e h e l p o f E q s . ( 2 7 ) 

a n d ( 2 5 ) : 

1 — £eff = <ft )p>/co 2 

= ( f t ) p H 2 { ^ 0 + ( & ^ o ) - 2 [ ^ i + ^ 2 ( c o p M 2 ] } , ( 3 8 ) 

<5 = (bko)~2{Ai(cop/co)2 + 2 ^ 2 ( c o p / c o ) 4 } . ( 3 9 ) 

F r o m t h e d a t a o f F i g . 2 a a n d s i m i l a r o n e s f o r o t h e r 

d i a m e t e r r a t i o s w e f o u n d t h e f o l l o w i n g v a l u e s f o r 

t h e c o e f f i c i e n t s A : 

T a b l e 2. 

a/b Ao AI A2 

1/3 0 .025 2.5 0 
1/2 0.11 3.0 2 .0 
2 / 3 0 .31 3.4 + 0 .2 (6fcp)2 3 .0 

( F o r a/b = 2 / 3 an addi t ional t e r m is n e e d e d t o m a k e the 
a p p r o x i m a t i o n sat i s fac tory . ) 

m = 1 : F o r t h e Hn ( T E n ) - l i k e b r a n c h w e find 
t h e f o l l o w i n g a p p r o x i m a t i o n s 

t2 = 3 . 4 + (b kp)2 [B0 + B1 ( o j p / t o ) 2 ] , ( 4 0 ) 

1 — £eff = <COJ)/OJ2 

= (coPlco)2{B0+B1(collco2)}, (41) 

<3 = ( c o p / c o ) 4 B l , ( 4 2 ) 

w h e r e t h e c o e f f i c i e n t s B a r e g i v e n i n T a b l e 3 . 

T a b l e 3. 

a/b 1/3 1 /2 2 /3 4 / 5 9 /10 

Bo 0.22 0 .42 0 .64 0 .8 0 .9 
Bi 0.12 0 .20 0 .23 0 .25 0 .085 

T h e f o l l o w i n g f e a t u r e s s e e m t o b e n o t e w o r t h y : 

E 0 1 : 1 — £ e f f d e p e n d s o n ( co p / a> ) 2 a s w e l l a s o n t h e 

v a c u u m w a v e l e n g t h - t o - d i a m e t e r r a t i o . F o r s m a l l 

d e n s i t i e s <5 i s p r o p o r t i o n a l t o ( c o p / c o ) 2 . 

/ / 1 1 - l i k e : 1 — £ e f f i s — w i t h i n t h e r a n g e o f t h e 

a p p r o x i m a t i o n — n o t a f f e c t e d b y t h e v a c u u m 

w a v e l e n g t h - t o - d i a m e t e r r a t i o . M o r e o v e r w e find 

1 - Sett - > ( a / 6 ) ( c o 2 / c o 2 ) f o r ( a / 6 ) - » 1 . 

T h i s m e a n s t h a t t h e i / n - l i k e m o d e i n t h e c a s e o f 

a n e a r l y filled w a v e g u i d e a v e r a g e s w i t h a w e i g h t 

g i v e n b y t h e l i n e a r e l e m e n t o f t h e d i a m e t e r r a t h e r 

t h a n t h e a r e a l e l e m e n t o f t h e c r o s s s e c t i o n . F o r 

s m a l l d e n s i t i e s d i s p r o p o r t i o n a l t o t h e s q u a r e o f 

t h e d e n s i t y . 

Conclusions 

T h e d i s p e r s i o n o f a p a r t l y c o l d p l a s m a filled 

c i r c u l a r w a v e g u i d e h a s b e e n s t u d i e d b y n u m e r i c a l 

s o l u t i o n s o f t h e e l e c t r o m a g n e t i c b o u n d a r y v a l u e 

p r o b l e m f o r t h e l o w e s t r a d i a l m o d e s w i t h c i r c u l a r 

a n d d i p o l e s y m m e t r y . T h e c a s e s c o / c o p ^ 1 h a v e 

b e e n t r e a t e d c o h e r e n t l y . T h e c a l c u l a t i o n s r e v e a l 

t h e d e g r e e o f a c c u r a c y o f e a r l i e r c a l c u l a t i o n s b a s e d 

o n t h e q u a s i s t a t i c a p p r o x i m a t i o n . F o r l o w d e n s i t i e s 

w h e r e c o 2 / c o 2 < 1 a s w e l l a s co2joj2 (Xoj2b)2 i s 

v a l i d , t h e r e s u l t s o f t h e c a l c u l a t i o n s h a v e b e e n 

c o n d e n s e d i n t o s i m p l e f o r m u l a s w h i c h a l l o w a n 

e a s y e s t i m a t e o f p h a s e a n d g r o u p v e l o c i t y . 
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Infrared Spectroscopy and Hydrogen Bonding: 
Complexing of y-Butyrolactone with o-Cresol 

G . N A G A R A J A N 

Department of Physics and Astronomy, Valdosta State College, Valdosta, Georgia, U S A 

(Z. Naturforsch. 27 a, 221—228 [1972] ; received 20 September 1971) 

Investigations to study the effect of different solvents on the frequency, intensity, and band width 
of the carbonyl band of y-butyrolactone were carried out on the basis of the mixed solvent tech-
niques with carbon tetrachloride, being the inert solvent. The solvent used for such investigations 
is o-cresol. The results establish the existence of the 1 : 1 and 1 : 2 complexes at fairly low concen-
trations for the y-butyrolactone-o-cresol system. The formation constants for these complexes were 
determined and used to resolve the observed carbonyl bands into the spectra of individual com-
plexes. The observed large frequency shift for the 1 : 2 complex favours a structure in which two 
molecules of o-cresol are directly bonded to the carbonyl group. The free energies of formation at 
25 ° C by using these formation constants show that the strength of the interaction increases in 
going from the 1 : 1 complex to the 1 :2 complex of the same y-butyrolactone-o-cresol system. 
These results have been discussed in relation to the frequency shift, intensity changes, and half 
width changes. 

Introduction 

E x p e r i m e n t a l a n d t h e o r e t i c a l i n v e s t i g a t i o n s o f 

s o l v e n t s h i f t s f o r t h e v a r i o u s c h a r a c t e r i s t i c i n f r a r e d 

a b s o r p t i o n b a n d s h a v e b e e n e x t e n s i v e l y c a r r i e d o u t 

b y m a n y i n v e s t i g a t o r s b u t w i t h r e s u l t s o f c o n f l i c t -

i n g n a t u r e o n t h e s o l v e n t i n d u c e d f r e q u e n c y s h i f t a s 

w e l l a s t h e v a r i a t i o n i n i n t e n s i t y a n d b a n d w i d t h . 

A f e w i n v e s t i g a t o r s 1 - 4 i n t e r p r e t e d t h e f r e q u e n c y 

s h i f t s o n t h e b a s i s o f t h e b u l k d i e l e c t r i c p r o p e r t i e s 

o f t h e s o l v e n t s , w h i l e BELLAMY a n d W I L L I A M S 5 d i d 

s o o n t h e b a s i s o f t h e s p e c i f i c ( l o c a l i z e d ) s o l v e n t -

s o l u t e i n t e r a c t i o n s . I n t e r p r e t a t i o n s o f t h e s o l v e n t in -

d u c e d f r e q u e n c y s h i f t s w e r e l a t e r g i v e n b y C A L D O W 

a n d T H O M P S O N 6 b y t a k i n g i n t o a c c o u n t b o t h t h e s e 

b u l k d i e l e c t r i c e f f e c t s a n d s p e c i f i c i n t e r a c t i o n e f f e c t s . 

A c o m p r e h e n s i v e r e v i e w o f t h e c u r r e n t t h e o r i e s o f 

s o l v e n t s h i f t s a n d t h e i r e x p e r i m e n t a l v e r i f i c a t i o n s 

h a s r e c e n t l y b e e n p u b l i s h e d b y W I L L I A M S 7 . H O R Ä K 

a n d h i s a s s o c i a t e s 8 ' 9 e x p l a i n e d t h e c o n d i t i o n s f o r 

the a p p l i c a b i l i t y o f v a r i o u s t h e o r i e s o f s o l v e n t s h i f t s 

o f c h a r a c t e r i s t i c b a n d s b a s e d o n t h e r e a c t i o n field 

m o d e l , p r o p o s e d a n e w p r o c e s s k n o w n a s t h e c o l l i -

s i o n c o m p l e x e s , a n d p r o v i d e d e v i d e n c e f o r t h e e x i s -

t e n c e o f w e a k c o m p l e x e s o f p h e n o l w i t h n o n p o l a r 

s o l v e n t s . O n t h e b a s i s o f t h e m i x e d s o l v e n t tech-

n i q u e s i n i t i a t e d b y B E L L A M Y a n d H A L L A M 1 0 , 

W H E T S E L a n d K A G A R I S E N > 1 2 c a l c u l a t e d t h e in -

d i v i d u a l s p e c t r a o f 1 : 1 a n d 1 : 2 c o m p l e x e s b y s t u d y -

i n g t h e d i f f e r e n t t y p e s o f s o l u t e - s o l v e n t ( w e a k as 

w e l l as s t r o n g ) i n t e r a c t i o n s a n d c o n c l u d e d that t h e 

n o n - d i p o l a r i n t e r a c t i o n s s u c h as t h e d i s p e r s i o n f o r -


